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Деформація інструментальної оправки під дією радіальної та осьової 

складових сили різання 

 

Труднощі оброблення глибоких отворів, які мають підвищені вимоги до 

точності та шорсткості, пов’язані не лише з погіршенням умов відведення 

стружки та підведення змащувально-охолоджувальної рідини, але, головним 

чином, – з малою жорсткістю інструмента, яка прогресивно знижується зі 

збільшенням глибини та зменшенням діаметру отворів [1-3]. Зазвичай для 

розточування глибоких отворів використовуються довгомірні інструментальні 

оправки циліндричної форми. Відомо, що під час оброблення заготовки 

інструментальна оправка піддається впливам, які можуть вивести її зі стану 

рівноваги [4]. До таких впливів належить сила різання.  

Система сил, що діють на інструмент при розточуванні, може бути 

зведена до однієї рівнодійної сили 𝑃 – сили різання. Точка прикладання цієї 

сили знаходиться на головній різальній кромці. 

Для інженерних розрахунків доцільніше використовувати не рівнодійну 

силу різання, а її складові, які діють в трьох взаємно перпендикулярних 

напрямках. У загальному випадку рівнодійна сила розкладається на наступні 

складові: 𝑃𝑧 − головна (тангенціальна) складова сили різання 𝑃, діє в площині 

різання в напрямку головного руху різання; 𝑃𝑦 − радіальна складова сили 

різання 𝑃, направлена перпендикулярно до осі заготовки; 𝑃𝑥 − осьова складова 

сили різання 𝑃, яка діє вздовж осі заготовки паралельно напрямку подачі. 

На рис. 1 показано схему розточування отвору, а також представлено 

складові сили різання, які діють під час оброблення на інструмент. 

Відомо, що при консольному кріпленні різального інструмента за рахунок 

дії радіальної складової сили різання може виникати похибка форми 

оброблюваного отвору. Наразі відомі дослідження, у яких розглядається вплив 

радіальної складової сили різання на точність оброблення отворів 

розточуванням [5-6]. 
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Рис. 1. Схема розточування отвору: 

𝑃𝑧 − головна (тангенціальна) складова сили різання; 𝑃𝑦 − радіальна складова 

сили різання; 𝑃𝑥 − осьова складова сили різання 

 

Довгомірні інструментальні оправки, які використовуються для 

глибокого розточування, характеризуються тим, що розміри їх поперечного 

перерізу малі в порівнянні з довжиною оправки. У такому випадку оправку 

теоретично можна вважати «довгим стрижнем». При навантаженні довгого 

стрижня зовнішньою осьовою силою до нього висуваються вимоги щодо 

стійкості. Дія на інструмент радіальної складової сили спільно з дією осьової 

здатна спричинити ще більшу деформацію інструментальної оправки та може 

призвести до втрати нею стійкості. У відомій літературі не розглядався вплив 

спільної дії радіальної та осьової складових сил різання на точність оброблення 

отворів. 

Метою роботи є дослідження деформації інструментальної оправки під 

дією радіальної та осьової складових сили різання. 

На рис. 2 представлено схему навантаження інструментальної оправки 

радіальною 𝑃𝑦 та осьовою 𝑃𝑥 складовими сили різання. 

У даному випадку поперечна деформація, спричинена дією сили 𝑃𝑦, 

ускладнена дією осьової сили 𝑃𝑥.  

Ефективний коефіцієнт жорсткості 𝑐 для схеми, зображеної на рис. 2, 

визначається як 

𝑐 =
𝑃𝑦

𝑓
, (1) 

де 𝑓 − максимальна деформація оправки. 
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Рис. 2. Інструментальна оправка, навантажена радіальною 𝑃𝑦 та осьовою 𝑃𝑥 

складовими сили різання (𝑙 – довжина оправки) 

 

Запишемо рівняння згинаючого моменту 𝑀 в довільному перерізі з 

врахуванням того, що початок системи координат розташований в точці 

закріплення оправки, вісь 𝑥 напрямлена горизонтально вправо, а вісь 𝑦 – 

вертикально вгору: 

𝑀 = 𝑃𝑦(𝑙 − 𝑥) + 𝑃𝑥(𝑓 − 𝑦), (2) 

де 𝑦(𝑥) − деформація довільного перерізу оправки. 

Враховуючи, що 𝑀 = 𝑦′′𝐸𝐼, рівняння (2) набуває вигляду: 

𝑦′′ =
𝑃𝑦(𝑙−𝑥)

𝐸𝐼
+

𝑃𝑥(𝑓−𝑦)

𝐸𝐼
, (3) 

де 𝐼 − момент інерції поперечного перерізу, м4 (для круглого перерізу 𝐼 =

𝜋 ∙ 𝐷4/64 ), 𝐷 − діаметр оправки, м; 𝐸 – модуль пружності (для сталі 𝐸 = 2,1 ∙

105 МПа). 

Вводимо заміну 

𝑘2 =
𝑃𝑥

𝐸𝐼
. (4) 

Диференційне рівняння вигнутої осі стрижня виглядає наступним чином: 

𝑦′′ + 𝑘2𝑦 =
𝑃𝑦(𝑙−𝑥)

𝐸𝐼
+ 𝑘2𝑓. (5) 

Отримаємо загальне рішення диференційного рівняння (5): 

𝑦 = 𝐶1 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 + 𝐶2 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥 +
𝑃𝑦

𝑃𝑥
(𝑙 − 𝑥) + 𝑓. (6) 

У початку координат (𝑥 = 0) деформація становить 𝑦(𝑥) = 0. Кутове 

переміщення в консольному кріпленні (𝑥 = 0) також буде дорівнювати нулю: 

𝑦′(0) = 0.  

Отже, початкові умови для визначення коефіцієнтів: 𝑦(0) = 0; 𝑦′(0) = 0. 
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Знаходимо першу та другу похідні диференційного рівняння: 

𝑦′ = 𝑘𝐶1 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥 − 𝑘𝐶2 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 −
𝑃𝑦

𝑃𝑥
; (7) 

𝑦 ′′ = −𝑘2𝐶1 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 − 𝑘2𝐶2 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥. (8) 

Підставляючи початкові умови у рівняння (7) та (8), знаходимо значення 

постійних коефіцієнтів 𝐶1 та 𝐶2: 

𝐶1 =
𝑃𝑦

𝑃𝑥𝑘
; (9) 

𝐶2 = −
𝑃𝑦

𝑃𝑥
𝑙 − 𝑓. (10) 

Після підстановки (9) та (10) у (6) отримаємо: 

𝑦 =
𝑃𝑦

𝑃𝑥𝑘
𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝑥 + (−

𝑃𝑦

𝑃𝑥
𝑙 − 𝑓) 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥 +

𝑃𝑦

𝑃𝑥
(𝑙 − 𝑥) + 𝑓. (11) 

Відомо, що на кінці оправки 𝑦(𝑙) = 𝑓. Враховуючи цю умову, отримаємо 

залежність: 

𝑓 =
𝑃𝑦𝑙3

𝐸𝐼

(𝑡𝑎𝑛 𝑘 𝑙 − 𝑘𝑙)

(𝑘𝑙)3
. (12) 

Враховуючи введену вище заміну (4), зводимо рівняння (12) до 

наступного вигляду, отримуючи остаточну залежність для визначення 

максимальної деформації оправки під дією радіальної та осьової складових 

сили різання: 

𝑓 =
𝑃𝑦𝑙3

𝐸𝐼

(𝑡𝑎𝑛 √𝑃𝑥

𝐸𝐼
𝑙 − √𝑃𝑥

𝐸𝐼
𝑙)

(√𝑃𝑥

𝐸𝐼
𝑙)

3 . (13) 

У випадку, коли осьова складова 𝑃𝑥 сили різання відсутня (𝑘 → 0 або 𝑃𝑥 →

0), отримаємо наступні тотожні границі функцій: 

𝑙𝑖𝑚
𝑘→0

𝑓 = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→0

𝑃𝑦𝑙3

𝐸𝐼

(𝑡𝑎𝑛 𝑘 𝑙 − 𝑘𝑙)

(𝑘𝑙)3
=

𝑃𝑦𝑙3

3𝐸𝐼
; (14) 

𝑙𝑖𝑚
𝑃𝑥→0

𝑓 = 𝑙𝑖𝑚
𝑃𝑥→0

𝑃𝑦𝑙3

𝐸𝐼

(𝑡𝑎𝑛 √𝑃𝑥

𝐸𝐼
𝑙 − √𝑃𝑥

𝐸𝐼
𝑙)

(√𝑃𝑥

𝐸𝐼
𝑙)

3 =
𝑃𝑦𝑙3

3𝐸𝐼
. (15) 

Залежності (14) та (15) повторюють відому формулу для розрахунку 

деформації оправки, яка виникає під дією радіальної складової 𝑃𝑦 сили різання, 

що підтверджує істинність отриманих залежностей (12) та (13). 
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Висновки 

1. Довгомірні інструментальні оправки при глибокому розточуванні 

характеризуються тим, що розміри їх поперечного перерізу малі у порівнянні з 

довжиною оправки. За таких умов оправка теоретично може вважатися довгим 

стрижнем. При дії на оправку зовнішньої поздовжньої сили вона при певних 

умовах може втрачати стійкість. 

2. У результаті дослідження була отримана залежність для розрахунку 

максимальної деформації оправки, що спричинена сумарною дією радіальної та 

осьової складових сили різання. 
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